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| Uzasadnienle wyboru tematu

»Skoro zaczyna sig my$leé o wzro$cie gospodarczym, to frudno jest mysleé o czyms$
innym.”
Robert Lucas'

Teoria wzrostu gospodarczego, obecna w ekonomii od lat 30-tych i 40-tych ubiegtego
stulecia, opiera si¢ na matematycznych modelach, okre$lonych za pomocg zestawu
parametréw i zmiennych, opisujacych ,2rédta, mechanizmy i procesy wzrostu
gospodarczego w sposdb deterministyczny” 2.

Wyjatkowe miejsce wsréd licznych modeli wzrostu zajmujg modele nieliniowe,
szczegolnie te, ktére wyjaéniajg przyczyny powstawania fluktuacji gospodarczych
(cykli). Mimo szerokiego wachlarza mozliwoéci, jako punkt wyjécia do rozwazan nad
wzrostem gospodarczym nadal chetnie stosowany jest model Solowa (Solowa-
Swana®. Jego najbardziej znang modyfikacjq jest, opracowany w 1992 roku przez
N. Gregory'ego Mankiwa, Davida Romera i Davida N. Weila*, dwuwymiarowy model
uwzgledniajacy dodatkowy czynnik produkcji w postaci kapitatu ludzkiego. Model
Mankiwa, Romera i Weila jest z powodzeniem modyfikowany i stosowany
do wyjasnienia zjawiska konwergencji zaréwno w wersjach stochastycznych®,
jak i deterministycznych. Wprowadzenie do modelu czynnikéw o charakterze
endogenicznym znacznie rozszerza zakres Jjego stosowania w teoretycznych
rozwazaniach. Modyfikacje dotycza np. uwzgledniania wiedzy technologicznej jako

1 Lucas R.E., On the Mechanics of Economic Development, ,Journal of Monetary Economics®, 1988,
no 22, s. 3—42.

2 Malaga K., O niektérych dylematach teorii wzrostu gospodarczego i ekonomii, ,ZK Polskie
Towarzystwo Ekonomiczne®, Warszawa 2009,

® W lutym 1956 roku R.M. Solow w publikacji A Contribution to the Theory of Economic Growth
zamieszczonej w “Quarterly Journal of Economics” przedstawit zalozenia swojege modelu wzrostu
gospodarczego, w listopadzie tego samego roku T.W. Swan opisat swdj, bardzo zblizony do koncepcji
Solowa model w artykule pt. Economic Growth and Capital Accumulation zamieszczonym w
*Economic Record”. _

4 Mankiw N. Gregory, David Romer, David N. Weil, A Contribution fo the Empirics of Economic
Growth, Quarterly Journal of Economics®, 107, 1982, s. 407 — 437.

® Kevin Lee K., Pesaran M.H., Smith R., Growth and Convergence in a Muiti-Country Empirical
Stochastic Solow, ,Journal of Applied Econometrics®, Vol. 12, No. 4 (Jul. - Aug., 1987), pp. 357-382.
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kolejnego czynnika produkcji®, transferu technologii pomiedzy krajami’,
wspoizaleznosci miedzy krajami® lub zmiany postaci funkcii produkcji®.
Tworzone sq réwniez wielowymiarowe wersje tego modelu™®,

Temat podjety w niniejszej pracy stanowi kontynuacje i pogiebienie zagadnief
rozpatrywanych we wspomnianych wyzej badaniach. Motywacjg do uwzglednienia
w zastosowanych modelach zmiennych stép oszczedno$ci byly wyniki badarf
przeprowadzonych w 2001 roku przez B.S. Bernanke oraz R.S. Gurkaynak, wediug
ktérych diugookresowy wzrost powinien by¢é skorelowany ze zmiennymi
behawioralnymi, kiére maja wptyw na stope oszczednosci''.

Il Cel rozprawy, teza i hipotezy badawcze

Giéwnym celem niniejszej pracy jest przeprowadzenie analizy | poréwnanie dynamiki
tego samego nieliniowego modelu wzrostu gospodarczego w dwéch wariantach
rézniacych sie modelowaniem zmiennej niezaleznej czyli czasu. Na przykiadzie
zaproponowanych modeli przedstawiony zostat wplyw wyboru charakteru zmiennej
czasowe| na zachowanie ukiadu. Ponadto wskazane zostaly warunki sprzyjajgce
wystepowaniu cykli gospodarczych i okolicznoéci, z powodu ktérych zastosowanie
Zmiennych, endogenicznych stép oszczednos$ci wplywa na okresowe wahania
kapitatu. Okreglony zostat wplyw rozszerzenia modelu o kapitat ludzki na dynamike
globaing uktadu. Analizowane modele - model Solowa oraz model Mankiwa-Romera-
Weila po wprowadzeniu modyfikacji w postaci zmiennych stép oszczednosci zgodnie
z propozycja Richarda H. Day'a'? - stanowig oryginalny wktad autorki. Analiza

® Nonneman W., Vanhoudt P., A Further Augmentation of the Solow Model and the Empirics of
Economic Gmwth for OECD Countnes. .The Quarterly Journal of Economics”, Vol. 111, No. 3 (Aug.,
1996), pp. 943-953.

7 Dowrick S., Rogers M. Ciassical and Technological Convergence: Beyond the Solow-Swan Growth
Model. .Oxford Economic Papers®, Vol. 54, No. 3 (Jul., 2002), pp. 369-385,

® Ertur C., Koch W., Growth, Technologtcel Interdependence and Spatial Extemalities: Theory and
Ewdenoe, ,Journaloprpred Econometrice”, Vel. 22, No. 8 (Sep. - Oct., 2007), pp. 1033-1062.

® Masanjala W.H., Papageorgiou C. The Soiow Mods! with CES Technology Nonlinearities and
Parameter Heterogenetty, ~Journal of Applied Econometrics”, Vol. 19, No. 2 (Mar. - Apr., 2004), pp.
171-201.
'® Tokarski T., Optymaine stopy inwestyci w N-kepitalowym modely wzrostu gospodarczego,
1Gospodarka Narodowa Nr 8/2007.

Bernanke B.S., Gurkaynak R.S. Is Growth Exogenous? Taking Mankiw, Romer and Weil Seriously,
NBER Working Paper No. 8365, July 2001.

'2 Day R.H., Imegular Growth Cycles, ,The American Economic Review”, Vol. 72, No. 3 {Jun.,16882),
406-414.
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numeryczna zaproponowanych modeli przeprowadzona zostata za pomocy
programu iDMC'3,

Tezq badawcza stawiang w niniejszej pracy jest mozliwo$é poprawy jakosci prognoz
dostarczanych przez deterministyczne modele wzrostu gospodarczego poprzez
uwzglednienie zachowarn charakterystycznych dla nieliniowych  uktadéw
dynamicznych.

W ramach tak postawionej tezy weryfikowane byly nastgpujace hipotezy badawcze:

e Wybér zmiennej czasowej jako zmiennej dyskretnej lub ciaglej moZe znaczaco
wplywa¢ na dynamike zastosowanego modelu nieliniowego.

* Woprowadzenie do systemu nieliniowego kolejnego wymiaru (np. w postaci
kapitatu ludzkiego) zmienia wiasno§ci dynamiczne modelu (take zakres
prognozowania).

o Zastosowanie endogenicznych stdp oszczednosci w nieliniowym modelu
wzrostyu ma istotny wpltyw na dynamike modelu i moze byé Zrédtem
cyklicznoéci w gospodarce.

lll Przeglad literatury

Wéréd czynnikéw wplywajacych na stan gospodarki znajdujemy zaréwno popyt
na towary (dobra i ustugi) konsumpcyjne i inwestycyjne, jak i czynniki podazowe
(np. praca, kapitat, ziemia, surowce)'. W zaleznosci od przyjetej perspektywy
czasowe] dostrzegamy znaczacy wplyw skiadnikéw popytu globalnego (w krétkich
okresach) lub podazowych czynnikéw wzrostu (w diugim okresie). Wykorzystany
w rozprawie model Mankiwa-Romera- Weila uwzglednia dodatkowy (w odniesieniu
do oryginalnego modelu Solowa) czynnik podaZzowy w postaci kapitatu ludzkiego.

Zainteresowanie kapitatem ludzkim i jego wptywem na poziom bogactwa (dobrobytu)
trwa niemal nieprzerwanie od kilku wiekéw. Jako plerwszy'® tego typu rozwazania
podjat Wiliam Petty (1623-1687), ktory zauwazyl, iz kapitat tkwigcy w cztowieku

'*iDMC - interactive dynamical model calculator, M.Lines, A.Medio, www.gitorious.org/idme

" Begg D., Fischer S., Dombusch R, Makroskonomia, Polskie Wydawnictwo Ekonomiczne,
Warszawa 2003

'S Kunasz M., Teoria kapilatu ludzkiego na tle dorobku myséli ekonomicznej. (w:) A. Manikowski, A.
Psyk (red.). .Unifikacla gospodarek europejskich: szanse i zagrozenia”. Uniwersytet Warszawski,
Warszawa 2004, s.28.
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charakteryzuje sig wieloma podobieristwami z kapitatem trwalym (rzeczowym)'®,
Zatworcow pojecla i teorii kapitatu ludzkiego uznaje sie TW Schultza®,
G.S Beckera'® i J. Mincera'. W latach 80 XX wieku pojecie .kapitatu ludzkiego”
pojawito si¢ w teorii wzrostu endogenicznego, a nastepnie, w 1992 r. we
wspomnianym modelu Mankiwa-Romera-Weila. Od tego czasu opublikowano szereg
prac poswigconych bezpo$redniej lub posredniej obecnosci kapitatu ludzkiego
wteorii wzrostu i implikacji tego faktu dla przyszioSci badaf teoretycznych
| empirycznych?.

Naturaing konsekwencja celu modelowania (upraszczania rzeczywistosci
ekonomicznej) wydaje sie tworzenie liniowych modeli deterministycznych. Jednak
liniowo$¢ systemu implikuje istnienie réwnowagl do ktérej ewoluuje system
lub rozbieznoéci. W tym miejscu ujawnia sie pierwsza niedoskonato$§é modeli
liniowych. Zainteresowanie ekonomistéw skuplia si¢ wylgcznie na interpretacii
warunkéw réwnowagi, gdyZ inne zachowania graniczne modelu sg z ekonomicznego
punktu widzenia nieprzydatne - moga oznaczaé np. upadek gospodarki lub ujemne
ceny.?!

JednakZe systemy ekonomiczne podiegajgq dziataniu tak duZej ilo§ci czynnikéw,
iz uzasadnione jest stosowanie modeli stochastycznych, szczegéinie, Zze tego typu
modele cechuje czesto dobre dopasowanie do rzeczywistych danych. Warto
natomiast zastanowi¢ si¢ nad tym, ,czy sama ocena dopasowania nie prowadzi do
naduzywania modeli okreslonej klasy?” Pytanie takie stawia Witold Orzeszko
(2005)* | korzystajac z rozwazar Lorenza®, na przykiadzie nieliniowego modelu
Hicksa z ograniczeniami wykazuje, ze .koncepcja dodawania szumu do modelu

'% Domariski S.R., Kapitaf ludizki i wzrost gospodarczy, PWN, Warszawa 1993.

"7 Schultz T.W., Investment in human capital, ,American Economic Review" 1981, 51 (1), 8. 1-7.

'8 Backer G.S., Human capital: A theoretical and empirical analysis, New York: Columbia University
Press 1964.

1% Mincer J., Investment in Human Capital and Personal Income Distribution, “The Journal of

Political Economy” 1958, vol. 86, no. 4, ss. 281-302.

% Flisikowski K., Zasoby, struktura kapitatu ludzkisgo a wzrost gospodarczy, ,Nieréwnoéci Spofeczne
a Wzrost Gospodarczy” 2012 nr 26, s. 203-215.

! Bullard J.B., Butler A. , Nonlinearity and Chaos in Economic Models: Impiications for Policy
Decisions, maszynopis 1981-002B, The Federal Reserve Bank of St. Louis., s. 5.

*0Orzeszko W., Modele chaotyczne w ekonomi, ,Acta Universitatis Nicolai Copemici. Nauki
Humanistyczno-Spoteczne. Ekenomia®, Tom 36 (2005) s. 155-170, Toruri 20086,

% Lorenz H.W., Nonlinear Dynamical Economics and Chaotic Motion, Springer — Verlag, Berlin 1989,
Heidelberg, s. 29.
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liniowego moze prowadzi¢ do blednego rozpoznania mechanizmu badanego
zZjawiska ekonomicznego.”

Analiza literatury z zakresu teorii wzrostu gospodarczego wskazuje, Ze rozsadng
alternatywe dia stochastycznych modeli liniowych stanowig nieliniowe systemy
deterministyczne, obecne w ekonomii juz od potowy XX, w szczegélnosci stosowane
do opisu cykli gospodarczych (Kalecki, Timberg, Kaldor).* Jednak | one (gtéwnie
wczesne modele nieliniowe o regularnym przebiegu) nie opisujg dobrze ziozonego
charakteru rzeczywistosci gospodarczej, charakteryzujacej sie 'bogactwem
potencjalnych zachowar. Skiania to ekonomistéw do zainteresowania inng klasg
modeli nieliniowych, ktére ze wzgledu na zloZzona ewolucje wykazuja podobieristwo
do systemow losowych, w szczegébinoSci generuja cykle o zmiennym okresie
i amplitudzie.

W tym samym roku (1975), w ktérym termin ,chaos deterministyczny” pojawit sie
wliteraturze (Li i York)*, May i Beddington?® zasygnalizowali moZliwosé
zastosowania teorii chacsu w ekonomii. Od tego czasu skonstruowano wiele nowych
modeli ekonomicznych z dynamikg chaotyczng lub rozpoznano chaos w modelach
juz istnieja;c:ych.27 Modele tego typu sa obecnie zpowodzeniem stosowane
do wyjasniania cykli gospodarczych,. przy czym we wspélczesnych systemach
Zrédiem cykliczno$ci sg najczeéciej opdZnienia czasowe w reakcjach agentéw
na sygnaly z rynku oraz zmienne oczekiwania dotyczace przyszioci.? Punkt wyjécia
do tych rozwazah stanowig 2zwykle modele liniowe (w oryginalnej wersiji)
modyfikowane nastgepnie do postaci, ktéra charakteryzuje sie bardziej ziozong
dynamikg. Duzg popularnociq cieszy si¢ np. model Samuelsona- Hicksa
(wspdidziatanie mnoznika i akceleratora), ktérege nieliniowe wersje rozwazane sg

 Drabik E.. Dynamiczne nieliniowe modele ekonomelryczne: model cykli koniunkturalnych
Kaleckisgo-Kaldora oraz model wzrostu. W: Rynek kapitatowy. Skuteczne inwestowanie. Red. W.
Tarczynski. Szczecin 2002, s, 261-273,

% Lj, T. Y. and Yorke, J. A., Period three implies chaos, Amer. Math. Monthly 82 (1975), no. 10, 985—
992, -

% May R., Beddington J.R., Nonlinear Difference Equations: Stable Points, Stable Cycles, Chaos.
Maszynopis, 1975.

T Miskiewlcz-Nawrocka M., Modele ekonomiczne z dynamikg chaotyczng Wydawnictwo Uniwersytetu
Ekonomicznego w Katowicach Czasopismo Studia Ekonomiczne, Rocznik 2013, Tom 132, Strony 56-
66 oraz Orzeszko W. Modsle.. ., op.cit.

% Grandmont J.M., On endogenous compelitive business cycles, Econometrica 1985, vol. 50, 1345-
1370.
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wpracach: Gabisch (1984)®, Hommes, Nusse (1990)°, Hommes (1991)%:
Kruszewski (2006, 2010%), Puu, Gardini, Sushko (2005)*; Puu (2007)*. Analiza
prac, w ktérych zastosowano nieliniowe (w tym chaotyczne) uktady (miedzy innymi:
Cars Hommes®, Marji Lines i Frank Westerhoff®”, Hans-Walter Lorenz®, Tomasz
Tokarski®®, Robert Kruszewski‘®) prowadzi do konkluzji, ze celowe jest stosowanie
dynamiki chaotyczne] w ekonomii ipotwierdza, 2e tego rodzaju modele bedg
wdalszym ciagu z powodzeniem stosowane do opisywania rzeczywisto$ci
gospodarczej. Nie zastapiy zapewne (stosowanych obecnie powszechnie)
stochastycznych modeli liniowych, ale stanowig ich wazne uzupetnienie.

IV Zmlenne stopy oszczednoéci

Zaréwno model Solowa, jak i model Mankiwa-Romera-Weila, charakteryzujg sie
egzogenicznymi, statymi stopami oszczednoéci. W zaproponowanych przez autorke

#® Gabisch G., Nonlinear Models of Business Cycle Theory, w. Selected Topics in Operations
Research and Mathematical Economics, red. G. Hammer, D. Pallaschke, Springer-Verlag, Berlin
1984,

* Nusse H. E., Hommes C.H., Resolution of chaos with application lo a modified Samuelson model,
Journal of Economlc Dynamies and Con-trol, 14 (1890).

¥ Hommes C. H., Adaptive leaming and roads fo chaos. The case of the cobweb mode!, ,Economic
Letters 36(1991)

Kruszewskl R., Periodic and quasi-periodic dynamics in a modified Samuelson-Hicks model,
Macromodels 2006 kédz, 2007,

® Kruszewski R., Wybrane modele wspéidziatania mnoznika i akceleratora. Analiza chaolycznej
Jnam.-k: Cficyna Wydawmcza SGH, Warszawa 2010.

Puu T., Gardini L., Sushko I., A multiplier - accelerator model with floor determined by capital stock,
Journal of Economlc Behavior and Organization, 56 (2005).

* Puu T., The Hicksian trade cycle with floor and ceiling dependent on capital stock, Joumnal of
Economlc Dynamics and Control, 31 (2007).

* Hommes C. H., Adaptive !eammg and roads fo chaos. The case of the cobweb model, .Economic
Letters®, 36 {1 991) Hommes C.H., Periodic, almost periodic and chaolic behaviour in Hicks' non-linear
trade cycle modeal, .Economics Lettars 41 (1993) oraz Hommes C.H., A reconsideration of Hicks'
non-lmear trade cycle model, ,,Structural Changa and Economic Dynamlcs 6 (1995).

" Lines M., Bifurcation scenarios in a heterogeneous agent, multiplior accelerafor model, ,Pure
Mathematlcs and Applications”, 16 (2007); Lines M., Westerhoff F., Infation expectations and
macroeconomic dynamics: The case of rational versus extrapo.'ative expectations, ,Joumal of
Economic Dynamics and Control®, 34 (2010); Westerhoff H., Nonfinear expectation formation,
endogenous business cycles and stylized facto, ,Studies in Nonlinear Dynamics and Econometrics®,
10 (2006c), 1ssue 4, Article 4.

% Lorenz HW., Goodwin.s nonlinear accelerator and chaotic motion, ,Joumnal of Economics”®, 47
1987).

s’ Tokarski T., Determinanly wzrostu gospodarczego w warunkach stalych efeidéw skeli, Katedra
Ekonomu Umwersytetu tédzkiego, Lédz 2001,

“ Kruszewski R., O pewnym modelu wzrostu gospodarczego z kapitatem ludzkim i endogenicznym
postepie w:edzy, Problemy wzrostu gospodarczego we wspoblczesnych gospodarkach, red. D.
Kopycifiska, Uniwersytet Szczeciriski, Szczecin 2006, s. 18-24; oraz Kruszewski R., Growth mode!
with human capital. Complex economic dynamics, Modeling Economies in Transition 2005, red
Wiadystaw Welfe, Piotr Wdowinski, AMFET, Lodz 2008, s. 63-74.
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modelach ograniczenia te zostaly usunigte. Stopy oszczedno$ci sg zmienne w czasie
i endogeniczne. PowyZszy postulat zostat zrealizowany poprzez adaptacje propozycii
R.H. Daya*' wig2acej stopg oszczednosSci z dochodem, posiadanym majgtkiem
i realng stopg procentowa. Dla modelu Solowa oszczgdnosci sg w tym przypadku

Sy, = a(l_%)kt ' (1)

a@f (k)
dk

i b € (0,r)1to parametry, kiére majg charakter behawioralny i obrazujg zachowanie

opisane réwnaniem:

Gdzie, » oznacza realng stope procentowg: 7 = , hatomiast a >0

konsumenta w stosunku do realnej stopy procentowej (uérednione wielkosci dla cafej
populacii).
Implementujgc powyzsze zatozenie w modelu Mankiwa-Romera-Weila otrzymamy:

b
Sgy, =ag [1 - J‘sz ; 2
Ty
b
SyY, =ay (1 -_HJhr . (3)
¥y

Optk,n) _ _ bp(k,h)
ok ' F oh

to stopy procentowe, réwne kraﬁcowéj produktywnosci kazdego typu kapitatu,

gdzie r, =

natomiast ay,a, >0, b, c(0,r), by €(0,7,) to parametry o charakterze
behawioralnym obrazujace zachowanie konsumenta w stosunku do realnych stép
procentowych (ponownie u$rednione wielkoéci dla calej populacji). Bez straty
ogélnosci w pracy zalozono, Zze stopy deprecjacji kapitatu fizycznego i ludzkiego
w modelu Mankiwa-Romera-Weila sa réwne. Uprosciio to strone algebraiczng
przeksztaiceri. Podobnie: a, = a,, oraz b, = b, . W rozwazaniach przyjeto funkcje

produkeji typu Cobba-Douglasa, w ktdrej k i h oznaczaja odpowiednio: kapitat
fizyezny i ludzki na jednostke efektywnej pracy. Wéwczas: f(k)=k", dia modelu

Solowa oraz ¢(kh)=k“"’ dla modelu Mankiwa-Romera-Weila, gdzie 0 <y <1,
0<a<l, 0<B<l, a+8<l1.

“' Day R.H., op.cit.



Po modyfikacji, czyli wprowadzeniu zmiennych stép oszczednoéci, zgodnie z: (1), (2),
(3), oszczednosci w obu analizowanych modelach sg zalezne od dochodu i rosng
wraz ze wzrostem realnej stopy procentowej.

V Dynamika modelu Solowa i modelu Mankiwa-Romera-Weila
z endogenicznyml stopami oszczedno$ci w czasle dyskretnym

Po uwzglednieniu zmiennej stopy oszczednosci, zgodnie z (1), (2), (3), réwnanie
opisujagce dynamike kapitatu na jednostke efektywnej pracy w modelu Solowa
przyjmuje postaé:

__1 B Rz 7 _
k,+l_(n+1)(g+1)[a(1 by kO, + (-6, |

a réwnania opisujace ewolucje w czasie kapitatu fizycznego oraz kapitatu ludzkiego
na jednostke efektywnej pracy w modelu Mankiwa- Romera- Weila:

_ 1 _ -1z 1=y -8 _
Ty la-bat )k, + (-8, |
_ 1 _ _ -1y -@; 1-8 ) _

B = (n+1)(g+1)[““ BBk B P, +(1-8)h, |

W zaproponowanych modelach zatoZono stalg, egzogeniczng stope wzrostu n>0
populacji oraz staty egzogeniczng stope g>0¢ postepu technicznego. Kapitat
deprecjonuje si¢ wedlug statej i egzogenicznej stopy 6 €(0,1).

Zbadano dynamike tak skonstruowanych modeli, w szczegéinoéci poprzez okreslenie
réownowagi iwarunkdw, przy kiérych réwnowaga jest lokalnie asymptotycznie
stabilna. Dokonano szczegétowego opisu zachowar ukladu z zastosowaniem teorii
bifurkacji, cech wyktadnika Lapunowa oraz (w przypadku dwuwymiarowym) entropii
Kotmogorowa i wymiaru Lapunowa atraktora chaotycznego.



VI Dynamika modelu Solowa i modelu Mankiwa-Romera-Weila
Z endogenicznyml stopami oszczednoécl w czasie ciaglym

Po uwzglednieniu zmiennej stopy oszczedno$ci zgodnie z (1) réwnanie opisujace
dynamike kapitatu na jednostke efektywnej pracy w modelu Solowa przyjmuje
postagé:

E=a(l-by k" Ye—(n+g+ )k
Ponownie zaloZzono stalg, egzogeniczng stope wzrostu #>0 populacji, staig
egzogeniczna stopg g>0 postepu technicznego oraz egzogeniczng stope deprecjacii
kapitatu s < (0,1) .
Analogicznie jak w przypadku oryginainego modelu Solowa, stopa zmian zasobu
kapitalu na jednostke efektywnej pracy jest réznica miedzy dwoma wyrazeniami.
Pierwsze wyrazenie, sf(k)=a(l-by'k'7)k, to faktyczne inwestycje na jednostke
efektywnej pracy, drugie wyrazenie, (n+g-+d&)k, to inwestycje restytucyjne,
czyli wielko§¢ inwestycji niezbedna do utrzymania kapitatu na istniejacym poziomie.
Zastosowanie zalezno$ci opisujacych stopy oszczednosci (2) i (3), prowadzi

do nowej postaci rownafi dynamiki modelowanych zmiennych w modelu Mankiwa-
Romera- Weila:

k=a(l-ba k" h Y- (n+g+ Ok,
h=a(l-bf kK P h—(n+g+5)h.

Przeprowadzono analize dynamiki tak skonstruowanych modeli. Wyznaczono
réwnowage i okreslono warunki jej stabilnosci. Oba zmodyfikowane modele (jedno-
i dwuwymiarowy) posiadajg doktadnie jeden punkt rownowagi i jest to réwnowaga
lokalnie asymptotycznie stabilna. W przypadku niskiego poziomu oszczednosci
okre$lonych zaleznoécig zaproponowang przez R.H. Day'a, oszczednos$ci faktyczne
sg mniejsze od restytucyjnych, w zwiazku z czym nastepuje konsumpcja
zgromadzonego kapitalu.
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Vil Podsumowanie

W pracy zaprezentowane zostaly zmodyfikowane modele: Solowa oraz Mankiwa-
Romera-Weila. Modyfikacja polegata na wprowadzeniu zmiennej stopy oszczednosci
o charakterze endogenicznym, zgodnie z propozycja R.H. Day'a*. Nastepnie
zbadano dynamikg¢ tak skonstruowanych modeli, w wersji ciaglej i dyskretne;j.
Najistotniejsze = wnioski wynikajagce z przeprowadzonych (w odniesieniu
do wymienionych wyZzej hipotez) w pracy analiz mozna podsumowaé nastepujaco:

o Zaproponowane modele z czasem cigglym, (zaréwno w wersji jedno- jak
i dwuwymiarowej) posiadajg doktadnie jeden punkt réwnowagi i jest
to rbwnowaga lokalnie asymptotycznie stabilna. Wprowadzenie zmiennych
stop oszczednosci, w sposéb wskazany przez R. Day’a wptynelo nie tylko na
warto§¢ obu rodzajow kapitalu w réwnowadze, ale zmienito charakter
Zalezno$ci kapitalu w réwnowadze od skionno$ci  konsumentéw
do oszczedzania. W oryginalnych modelach (Solowa oraz Mankiwa-Romera-
Weila) zaleznoé¢ kapitatu (fizycznego w modelu Solowa, fizycznego
i ludzkiego w modelu Mankiwa-Romera-Weila) w réwnowadze byla wypukia
funkcja stopy oszczednosci. W zmodyfikowanych modelach zalezno§é
kapitatu w rownowadze od parametru wyrazajagcego skionnoéé konsumentéw
do oszczedzania jest funkcjq wklgsta. Oznacza to pojawienie sie stanu
nnasycenia” dla duzych warto$ci ww. parametru. Reasumujac; wprowadzenie
zmiennych stép oszczednos§ci zmienifo w istotny spos6b zaleznoéé
zgromadzonego kapitatu od skionno$ci konsumentéw do oszczedzania.

* Zmodyfikowane poprzez wprowadzenie zmiennej stopy oszczedno$ci modele
analizowane w czasie dyskretnym, pomimo niskiej liczby wymiaréw
charakteryzuja si¢ ziozong dynamika, a stopier jej ziozono&ci zalezy
od parametru obrazujgcego zachowanie konsumenta w stosunku do realnych
stop procentowych. W obu przypadkach (model jedno- | dwuwymiarowy) ukiad
tracit stabilno§¢ na skutek bifurkacji podwojenia okresu. Ujawnily sie
zachowania cykliczne, quasi-okresowe oraz chaotyczne. Wystapienie zjawiska
chaosu deteministycznego implikowato ograniczenie horyzontu czasowego
dla mozliwosci prognozowania do tzw. charakterystycznego czasu Lapunowa.

“2 Day R.H., op.cit.
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Pomigdzy obszarami chaotycznymi pojawity sie okna stabilnoci o niskim
okresie (wysokim w porzadku Szarkowskiego), przerywane wybuchami
intermitencji, ktére nastgpowaly coraz czesciej w miare wzrostu parametru
przedstawiajgcego sklonno§é konsumentéw do oszczedzania. W przypadku
modelu z kapitatem ludzkim pojawita sie ponadto bifurkacja Neimarka-Sackera
z charakterystycznymi, quasi-okresowymi rozwigzaniami.

* Rozszerzenie modelu Solowa o kapitat ludzki znacznie ogranicza obszar
stabilno$ci réwnowagi stacjonarnej oraz mozliwosé pojawiania sie cykli
o dowolnych okresach. Dowiedziono, iz w zaproponowanych modelach
mozliwa i celowa jest analiza dynamiki réwniez poza obszarem lokalnej
asymptotycznej stabilnoSci. Zachecenie konsumentéw do okres§lonych
zachowan w stosunku do realnych stép procentowych umozliwia unikniecie
chaosu, a nawet sterowanie wystgpowaniem | okresowoscia cyklu
gospodarczego.

» Decyzja o wyborze zmiennej czasowej (ciagtej lub dyskretnej) w przypadku
modeli nieliniowych wplywa na mozliwosé zastosowania modeiu do
okreslonych celéw. Np. w rozpatrywanym przypadku konsekwencjg wyboru
Zmiennej czasowej dyskretnej okazafo sie ograniczenie czasu prognozowania
dla okreélonych parametréw modelu, jednakZze zaletg takiego wyboru byla
mozliwo$¢ przewidzenia pojawiania sie cykli gospodarczych i ich okresowos$ci.

Przeprowadzona analiza nie wyczerpuje tematu, ale unaocznia, iz modyfikacja
deterministycznego modelu wzrostu gospodarczego poprzez zatozenie o zmiennosci
stop oszczednosci o charakterze nieliniowym, wzbogaca dynamike modelu
o zachowania charakterystyczne dla nieliniowych ukladéw dynamicznych,
zwigkszajac przy tym jako$é prognoz uzyskanych za pomoca tak zmodyfikowanego
modelu.

Ze wzgledu na skomplikowang postaé niektérych zaleznosci, a takze z uwagi na cel
pracy i potrzebe skupienia si¢ na podstawowych wiasnosciach modeli, przyjeto
szereg uproszczen, np. zalozono iz wybrane parametry beda takie same dla obu
rodzajow kapitatu. Ewentualna kontynuacia pracy powinna rozpoczaé si¢
od uchylenia tych zalozefi.

Zaproponowane modele eksponujg zmienne stopy oszczednoéci jako potencjalny
czynnik pojawiania si¢ okresowych wahar kapitatu i tym samym mogg stanowié
pomost tgczacy teorie wzrostu z teorig cyklu koniunkturalnego.
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